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1 Vorwort

Waéhrend des Numerik-Teils der Vorlesung 'Numerik und Statistik’, die im 8.
Semester fiir die auf Master Studierenden der Fachrichtung Mechttronik und
Sensortechnik an der Hochschule der Technik und Wirtschaft des Saarlandes
gehalten wird, werden theoretische und praktische Aspekte der numerischen Lo6-
sung (gewohnlicher) Differentialgelichungen besprochen. Als Grundlage dienten
die von Hr. Prof. Dr. A.Arnold in Saarbriicken und Miinster und von Hr. Prof.
Dr. S. Rjasanow in Saarbriicken gehaltene Vorlesungen 'Hohere Numerik 1°,
"Praktische Mathematik 2’, ’Gewohnliche Differentialgleichungen’.

Bei dem FT-Studium haben praktische Aspekte und Anwendungen vor rei-
ner Theorie Vorrang, deswegen wurden viele (auch interessante) Beweise weg-
gelassen und stark auf Anwendbarkeit geachtet.



2 Einfuhrung

2.1 Grundbegriffe, Definitionen

Im weiteren seien n € N, F: D C R"*2 5 R, f: G Cc R*! - R. D, G seien
Gebiete, d.h. zusammenhéngend und konvex.

Definition 1 Eine Bestimmungsgleichung fir y = y(z) der Form

F(z,y,9, 9" ™) =0 (1)

heif$t implizite gewdohnliche Differentialgleichung (DGI) n-ter Ordnung (iDGL).
Die Gleichung

v = f(z gy ™) (2)
heift explizite DGL n-ter Ordnung (eDGL).

FEine n-mal stetig differenzierbare Funktion y : I — R (y € C™(I)) heifst (klas-
sische) Losung von iDGL (1) auf dem offenen Intervall I C R, wenn Vx € I
gilt
(z,y(2),y (2), .., y" () € D

und

F(z,y(z),y (), ... y™ () = 0.

Analog fur (2):
(2, y(x),/ (@), ..., y" D (z)) € G

und
F@y(@),y (@), . y™(2) = y" ().

y' = f(z,y) ist die explizite DGL 1. Ordnung.
Die Losung von DGL ist gewdnlich ein Kurvenschar, d.h. die Losung ist
nicht eindeutig und enthdlt sogennante Integrationskonstanten.

Definition 2 FEin Anfangswertproblem (AWP) ist eine DGL
y ™ = f(zy. 9y Y)
mit vorgegebenen Werten
y(@0) = 0,9/ (z0) = y1, ..,y " (@0) = Yn—1,

(1’0, Yo, -+ yn—l) € .

Das AWP heifit lokal lsbar, wenn Je > 0: Ve € [ = (g —€,x0 +€) Jy =
y(z), die die DGL mit den Anfangsbedingungen (AB) erfiillt.



Beispiel 3 y = zy?, y(0) =a € R
= DGL mit trennbaren Variablen

d
iggzxm, (y #0111

2

1 _ 2?2 ~ =
.—>—*—7+C = y—m

y
e y=0 = spezielle Lésung

o AWP:y(0)=-2=0a = c=-2, (a0
1. a=0 = y=0 (global)
2.a<0 = y= ﬁ (globale Losung)

05 -

Y=
3. a>0,y(z) = m;% (lokale Lisung fiir |x| < e = \/g)




Setzt man

() =y a)

in (2) ein, so laBt sich das AWP n-ter Ordnung in ein DGL-System 1. Ordnung
umwandeln:

yi(x) = ya(z) = fil@, Y1, Yn)
ya(z) = ys(z) = fo(z,y1,-sYn) ’

oder, in Vektorform

{ y'(z) = f(z,y), y= (), .yn(x)T €R™ f=(f1,.. fu)T)
y(wo) = yo-

Eine 'Riickumwandlung’ solcher Vektorsystem in eine skalare Gleichung n-ter

Ordnung geht i.A. nicht.
D.h., wir betracheten immer Systeme 1. Ordnung.

Definition 4 (Hadamard, 1865-1963) Das AWP heifit korrekt gestellt, wenn
drei Figenschaften gesichert sind:

1. Die Existenz einer lokalen Losung
2. Die Findeutigkeit der lokalen Lisung

3. Die stetige Abhdngigkeit der lokalen Lésung von den AB (Stabilitdit)



2.2 Beispiele, Modellierung

Beispiel 5 ”Lineare Pendelbewegung”

S(t)

s(t) - Auslenkung;
5(t) - Geschwindigkeit;
5(t) - Beschleunigung.

e 2. Newton’sches Gesetz:

o Hooke’sches Gesetz:

Mit Ww? = %

Als System:

Anfangsbedinugnen (AB):

s(0) = so

v(0) = vp.

In Matrizform (lineares Gleichungssystem,):

()=o) (2)

Beispiel 6 "Rduber-Beute Systeme”
Z.B.: Hase-Luchs fiir b(t) und r(t) entsprechend:

b = ab— Bbr
¥ = —r+dbr

mit positiven Konstanten a, 3, v, d > 0.



LT
S

b t

§
/5
Ruhelage, geschlossene Trajektorien.

Beispiel 7 "Turbulenzen in der Erdathmosphdre”

Lorenz-System ist eine 3D-Moden Galerkin-Approzimation der Boussinesg-
Gleichung, die die Konvektion einer von unten beheitzten 2D-Schicht beschreibt.

Sein chaotisches Verhalten weckt die Gedanken tber die Einschrdinkungen
in Wettervorhersagen.

x(t) - konvektive Luftbewegung / Geschwindigkeit

y(t) - horizontale Temperaturverdnderung

z(t) - vertikale Temperaturverdnderung

a und b sind Zahlen, die den speziellen physikalischen (meteorologischen)
Konstanten entsprechen:

a Prandtzahl,

(14 b%) Rayleighzahl.

Dann lautet das Lorenz-System

a(t) = aly—x)
J0) = (+B)o—y— oz
2(t) = zy—=z




Beispiel 8 "Scheinwerfer”

Gesucht ist die Meridiankurve einer Rotationsfliche (Drehachse ist die x-
Achse), die alle vom Ursprung ausgehenden Strahlen in Richtung der x-Achse
reflektiert (alle gespiegelten Strahlen sind dann parallel zur x-Achse).

-2 T T
A
_15L
1k
_05 -
/
v
o { alpha -
(—sq rt(x2+y2),0) Lichtquelle x
0.5 .
1F —
1.5 .
) 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-2 =15 -1 -0.5 (0] 0.5 1 1.5 2 25 3

Wegen Heron’sches Spiegelungsgesetzt (Heron’sche Katoptrik) und den Satz
tber die Winkel zwischen einer Sekanten und den parallelen Geraden, sowie we-
gen der Tatsache, dafi Anstieg einer Tangenten dem Ableitungswert der Funk-
tion im Berihrungspunkt gleich ist, erhalten wir in jedem Punkt (x,y) der ge-
suchten Kurve (mit Anwendung der geometrischen Bedeutung von tan in einem
rechtswinkligen Dreieck)

tana = ¢/
= y—0

tana = P orve

Y
Y=
rTt+\x°+y

Diese DGI laf$t sich wie folgt umformen (s. Mathematik 3 bzw. Paupla):

8l

/ Yy Yy
TEVEAY g 12g ()
xX
Substitution v = £ = vz +v =y fihrt auf eine DGl mit trennbaren
Variablen:

’ v

vetv=———
14+vV1+02

9



14+vV1+02 dz
= ————dv=

V1 + 2 x

U2

In——m =
14+V1+0v2
=022 1= /1+ 02
c

022 2z
- =1+
c c

— —lnar:—i—lnczlnE
T

=

Nach der Riicksubstitution erhalten wir
y2 :C2—|—201‘, ceR,

eine konfokale Schar von Parabeln.

10



2.3 (Explizites) Eulersches Polygonzugverfahren

Fiir das AWP ¢/ = f(z,v), y(x0) = yo, y : R — R" existiert i.A. kein explizites
Losungsverfahren = numerische Néherungen fiir y(z), x > xo.

e Diskretisierung des Intervals [xg, X| durch die dquidistanten Knoten

X —

ep=a04+k-h h=2""0 k—01,..n

Berechnung der Ndherungen
Yo, Y1y .-y Yn
fiir
y(20), y(21); s y(n)

durch

Y1 = Yp + b f(zr,yx), k=0,1,...,n— 1.
Motivation:

P41 Rechtecksregel

-y = [ fgdx LT by @) ~ b ).

Tk
o Ungleichmdflige Diskretisierung:
o<1 < ... <xp =X.
Bezeichnungen:
hi:$i+1_a7i, i:0,1,...,n—1,

h= max h;.
0<i<n—1

e Polygonzug:
yn(®) =yi + (x — 23) f(i, vi), @ <z <wiy1, @€ [x9, X].

yn(x) ist eine stiickweise lineare Funktion; Néherung fiir y(x).

200

1 Schritt entlang

-200/- Tangente

-600

-800

Frage: Was passiert mit y,(x) fir h — 07

11



3 Existenzsitze; Euler-Verfahren

3.1 Existenzsatz von Peano
Sei D = {(z,y) € R? : |z — zo| < a, |y — yo| < b}.

Satz 9 (G.Peano, 1858-1932) Sei f(x,y) : D — R stetig. Dann besitzt das
AWP

v = fz,y), y(@o)=1yo

mindestens eine Liosungskurve, die sich bis zum Rand von D erstreckt.

Bemerkung 10 Die Steitgkeit von f(z,y) alleiche reicht nicht aus, um die
Eindeutigkeit der Losung zu sichern.

Beispiel 11
y' =2y1yl, y(0)=0

hat zwei stetig-differenzierbare Losungen: a) y =0 b) y = sgn(z) - 2

20

Bemerkung 12 y(z) braucht nicht auf dem ganzen Intervall |x — xo| < a zu
existieren (Beispiel 3).

Definition 13 Sei f: G C R2 R, G Gebiet.

1. f(z,y) erfillt auf G eine Lipschitz-Bedingung beziiglich y (R, Lipschitz,
1832-1903), wenn eine (globale) Konstante L > 0 existiert , so daf$ forall(zx, z), (x,y) €
G

(2, 2) = f(z,y)] < L|z — y.

12



2. f(z,y) erfillt auf G eine lokale Lipschitz-Bedingung beziglich y, wenn es
zu jedem Punkt von G eine Umgebung U gibt, in der f eine Lipschitz-
Bediungung bzgl y erfillt, d.h. L = L(U).

Beispiel 14 1. f(x,y,) = |y| = L =1, globale L-Bedingung.

2. f(x,y) =y> = W = |z +y| — lokale L-Bedingung, aber nicht
globale

—0
y—) o0

3. f(w,y) = 2/y| (s. Beispiel 3) fiir z = 0 = OISO — \/2‘?7'

= keine L-Bedingung!

Satz 15 Die Funktion f(x,vy) sei stetig und erfille auf dem Gebiet G C R?
eine L-Bedingung beziiglich y. Die Ldosung des AWP’s

v = f(z,y), ylwo) =yo
st eindeutig.
In Kombination mit dem Satz (9) (Peano) ergibt sich dann

Satz 16 (Picard)
Die Funktion f(x,y) sei auf dem Gebiet G C R? stetig und erfiille dort eine

lokale L-Bedingung beziiglich y. Dann gibt es zu jedem (xo,y0) € G fir das
AWP

y' = f(z.y),  y(@o) =yo
eine eindeutige Losungskurve y = y(x), die sich bis an den Rand von G er-
streckt.

Aus Lipschitz-Bedingung an f folgt Stabilitdt der Differentialgleichung;:

Satz 17 (Stabilitdt bzgl. AB)
Erfiillt die stetige Funktion f(x,y) im Gebiet G C R? eine L-Bedingung,

dann gilt fir

Vi = fle,m), yi(ao) =y

vh = f(x,y),  ya(zo) = i

die Abschdtzung
11 (@) = pala)] < eHmm gyl -y,
Beispiel 18 (inhdrente Instabilitit / Sensitivitit)
Sei
A= 5 )e = (),
v'=4y,  y0)=(a, —a)"

das AWP.

13



o f(y) = Ay ist linear, daher Lipschitz-stetig = das AWP ist stabil bzgl.
AB.

e allgemiene Losung von y' = Ay lautet

L1 (1
y(x) = cre (_1>—|—62610 (1()).

A1 und Ao unterscheiden sich stark!

. ( —aa > liegt im Eigenraum von A\ < 0

= kleine Anderungen der AB kinnen grofie Anderungen in der Lisung ver-
ursachen

= numerische Probleme!

4.B.:
a+€
ye(0) :( —a >, e>0
. 10 —z ]_ € 10z 1
= ye($)—<a+1le>e <—1)+116 10
Y —
Storung

fir o =1, e =108 = relativer Fehler von y;(x = 2.5) ~ 800.

Satz 19 (Stabilitit bzgl. der rechten Seite)
Erfiillt eine stetige Funktion fi(x,y) auf G C R? eine L-Bedingung bzgl. y
und gelte fir fa(z,y)

|f1(may)_f2($ay)| <e V(ZE,y)EG,
dann gilt fur die Losungen
y1 = filz,y1),  yi(zo) = yo

Yo = fa(,32),  y2(w0) = 1o
im Intervall [xo, X| die Abschdtzung

|y1(l‘) - y2(l‘)| < e(X _ :UO)@L(:E_:BO)_

Bemerkung 20 Zusdtzliche Stetigkeit und L-Bedingung an fo wdre nur fir
Ezistenz und eindeutigkeit von yo(x) nitig.

14



3.2 Picard-Lindelof Iteration

(E.Picard (1856-1941), E- Lindelof (1870-1946))
Picard-Lindelsf Iteration: Explizite Methode zur Approxiamtion von Lo-
sungen des AWP’s

y,:f(xvy)a Z/(mo) = Yo-
Startfunktion:
y(xo) = yo = const

ITteration:
X
Yk+1 = Yo +/ f(tye(t)dt, k=0,1,..
T

Motivation: Umwandlung der DGL in eine Intagralgleichung durch integra-
tion beider Seiten unter der AB y(z¢) = yo, die der Bestimmung der Integrati-
onskonstante dient.

Satz 21 Die Funktion f(z,y) sein auf G stetig und erfiille eine L-Bedingung
bzgl. y. Dann konvergiert die Funktionenfolge der P.-L.-Iteration auf einem
Intervall [xo, xo + €], € > 0 gleichmdfsig zur Losung des AWP’s.

3.3 Taylorreihe der AWP-Lésung

AWP: y/(z) = f(z,y), y(zo) =0
Idee: Fiir die Berechnung von y(xo + h) benutze einige Glieder der Taylor-
Reihe:

y'(-’fé‘o),ﬂLJr ?J"(l‘o)h2+_“+ yk(-’ﬂo)hk

y(zo +h) =~ y(zo) + 1 o1 ol

1. Fiir kK = 1 erhélt man das Euler’sche Polygonzugverfahren.

2. Aus ¢y = f(z,y) unmittelbar folgt
y' = fo(z,y) + fy -y = y"(x0) = fulzo,90) + fy(20,%0) - f(20,%0);
" = fra + 2fayf + 2+ fy(fo + £4F) = . wsw.

3. Mit Hilfe von Computer durchfithrbar (symbolische Formelmanipulatio-
nen)

4. Falls f(z,y) analytisch in einer Umgebung von zo, yo, so konvergiert die
Taylorreihe fiir A < hg.

15



3.4 Konvergenz des (expl.) Euler-Verfahrens
AWP: ¢ = f(=,y), y(wo) = yo Gesucht: y(z), = > xo
yp(x) == yit+(z—x) f (x4, 9i), 1 =0,...,n—1; x, = X; @ € [15,mi41] (stickweise linear)

Sei G = {(z,y) € R?, 20 < < X, |y —yo| < b} = [w0, X] X [yo — b, y0 + b].
Dann gilt

Satz 22 (Stabilitit des Euler-Verfahrens)
Sei xg, 1, ...,xn, = X eine feste Diskretisiereung des Intervalls [z, X| und
yn(x), zn(x) die Eulerschen Polygonzige fir

y/ = f(SU, y)a y(.To) = Yo,

7 = f(xvz)v z($0) = 20-

Wenn die Funktion f(z,y) auf G Lipschitz-stetig ist (Def. 13), dann gilt
Vx € [xg, X] die Abschitzung

lyn(z) — 21 (2)] < X0 |yg — 2.

Beweis:
Es gilt
21 — 20 = f(20, 20) (71 — 70)
y1 — yo = f(zo,y0)(x1 — o)
und damit

|21 — y1] = |20 — yo + (x1 — 20)[f (%0, 20) — f(x0,y0)]| <

< |20 — ol + (z1 — 20)| f (20, 20) — f(x0,%0)| <
< |20 — yo| + (z1 — o) L|z0 — yo| =
= (14 L(71 — 20))[20 — yo| <
< eLET0) [y ol
Fiir |29 — yo| gilt analog:
(@2—21 L(aa—aitm—wo) |y 11 oLlmammo) |y

|20—ya| < e Ny1—21 < e

= |yn(z) — zp(x)] < X7y — 20| Var € [wg, X], q.e.d.

Fiir h = mazo<i<n—1hi — 0 konvergieren die euler’sche Polyginzuge yp,(z)
gegen die Losung des AWPs:

Satz 23 Die Funktion f(x,y) sei auf dem Gebiet
G ={(z,y) e R*lzg <z < X, |y — yo| < b}

stetig, |f(z,y)| < A und erfille auf G eine L-Bedingung bzgl. y. Dann gilt fir
X — Zo < %.’

16



1. Die Euler’sche Polygonziige yp(x) konvergieren fir h — 0 gleichmdjSigegen
eine stetige Funktion ¢(x)

2. ¢(x) ist stetig differenzierbar und erfillt die Gleichung ¢' = f(x,y), ¢(xg) =
Yo, To < x < X (d.h. ¢ ist die eindeutige Lisung)

Unter zusétzlichen Voraussetzungen erhalten wir sogar eine Konvergenzab-
schatzung fiir das Euler’sche Polygonzugverfahren:

Satz 24 Die Funktion f(x,y) sei auf G stetig prtiell differenzierbar mit
|fol <M, |fyl <L, |f| <A

Dann kovergiert das Euler’sche Polygonzugverfahren, und der Fehler y(x) —
yn(x) geniigt der Abschditzung

M + AL

; <eL<~’U—%> - 1) h=O(h).

ly(z) — yn(x)] <

3.5 Systeme der Differentialgleichungen

Definition 25 (Norm)

Sei V' ein Vektorraum iber K = R bzw. K = C. Fine Abbildung || - || :
V = R*, x> ||x|| heift Norm von x € V, falls sie folgende Figenschaften hat
(Normaziomen):

Vr,y eV, VA e K:

1. ||z|| = 0 & x = 0 (Definitheit)

2. |IN-z|| = |\ - ||z]| (absolute Homogenitdit, Linearitit)

3. Nz +yl| < |lz|| + ||lyl| (Subadditivitit, Dreiecksungleichung)
Bemerkung 26 (FEigenschaften einer Norm)

1. z2=0=|lz|| =0

2. || — =|| = [|=|]

3. |z|] >0

4- [l =gl | < flz —yl|

Bemerkung 27 (Induzierte Normen)
FEine Norm kann, muss aber nicht notwendigerweise, von einem Skalarpro-
dukt (-,-) abgeleitet werden. Die Norm eines Vektors x € V ist dann definiert

als
[z :== v/ (z,z),

also die Wurzel aus dem Skalarprodukt des Vektors mit sich selbst. Man spricht
in diesem Fall von der durch das Skalarprodukt induzierten Norm oder Hil-
bertnorm. Jede durch ein Skalarprodukt induzierte Norm erfullt die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung

[z, )| < [l - llyll-

17



Sei uns das DGL-System im Vektorform gegeben
y = f(z,y), y(x)eR", f(z,y) €R"
Mogliche Normen in R™:
yllz = (W2 + ... + y2)/?  (euklidische Norm)
l|ylloo = maz1<i<n|yil (M aximum — Norm)
[yl = lyal + ly2l + - + |yn]

Satz 28 Seien

b
G ={(z,y)|lro < X, [ly — wol| < b}; T - < I[f(z, )] <A

Dann gilt fiir das explizite Fuler-Verfahren
Yet1 = Yk + (@pr1 — zp) f (g, yr), k=0,1,...
Folgendes:
1. (zi,y;) € G Vi
2. [lyn(x) — yol| < A+ |z — mo]

3. Mlyn = [yo + (z = x0) f (x0, yo)l|| < €|z —wol, falls [[f(2,y) = f(x0,90)[| <€

Form der Lipschitz-Bedingung fiir Vektorfall:
Skalarfall (f € C1(G), Motivation: Differenzenquotient):

x,y) — f(x,z)| < Lly — 2| mit L:= max ——.
[f(z,y) = f(x,2)] < Lly — 2| A By

Aus der Taylor-Reihe fiir f(x,y) € R
f(xv y) = f(xa Z) + J(x,{)(y - Z)

mit Jacobi-Matrix J(z,§) € R™*", J;; = ggj erhalten wir

I[f(z,y) — f@, )| < [T, O |y —=[| < Llly—=l[, L:= (QCH;?gGIIJ(Ly)H-
Matrixnormen
Axiome:

L [[A]l} = 0, und [[|A]|| =0 < A =0

18



2. |[[cAlll = [e] [[|Alll
Ve € R

3. [Il1A+ BJl| < |||Alll + |||B]|| (Dreiecksungleichung)

4. |I|ABI|| < [I|A]l] ]|BII| (Sub-Multiplikativitiit)

Definition 29 (Induzierte Norm) Induzierte Norm ist ein Matriz-Norm, die
einer Vektronorm wie folgt abgeleitet ist:

|| Az|]
|[A]l] == max |[Az|[ = sup :
|| =1 0 |1Zl]

Induzierte Matrixnormen sind stets submultiplikativ:
[|Az|| < [[[A[] {|=[].

Bemerkung 30 Alle Matriznormen sind dquivalent als spezielle Vektornor-
men (iber endlichdimensionalem Vektorraum).

19



4 Weitere Einschrittverfahren: Runge-Kutta Metho-
den

Das AWP
y'(z) = f(z,y(x), y(zo) =yo, y(z) €R", feR"

fuhrt auf entsprechende Integralgleichung

y(z) = yo + / F(t,y(t))dt.

Das exsplizite Euler’sche Polygonzugverfahren ist eine sehr einfache Mog-
lichkeit,

/ " y(B)dt ~ (= — 20)f (20, 90)

zu approximieren (Rechtescksregel mit der Auswertung im linken Intervallende).
Implizites Euler-Verfahren:

[ eyt~ @ - s y(@)
o
Auswertung im rechten Intervallende:

Yk+1 = Yk + P f(ht1, Yrg1)-

In jedem Schritt ist eine nichtlineare Gleichung zu l6sen.

Definition 31 (ESV)
Allgemeine Form von Einschrittverfahren (ESV):

Yk+1 = Yk + e F (2, Yy Ykt1, Pik)

mit der Verfahrensfunktion F.
Explizites ESV: F hdngt nicht von yg11 ab.
Implizites ESV: F hdngt von yi+1 ab.

4.1 Grundbegriffe und Definitionen, Butcher-Schema

Sei h eine Diskretisierung des Intervalls [z, X| mit dem Gitter
1o <21 < ... <xp=X; Gp=A{70,...,Tppn)}
und den Schrittweiten
hi =xi41 —x;  1=0,..,n—1;

h= max h;
0<i<n—1

Definition 32 (Konvergenz)
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1. Sei x € [xo, X]| fiz und Gitterpunkt fir alle Diskretisierungen h, d.h. x =
T(n)- Das Verfahren 31 konvergiert in x fir h — 0 wenn

h—0
y(@) = Ympy | = 0.
——
Yn (Zm(n))

2. Das Verfahren 31 konvergiert auf [xo, X], wenn fiir die Folge der Diskre-
tisierungen gilt:
h—0

max [y(z) — yn(zi)] == 0

xiGGh
y definiert auf [xo, X]
yp definiert auf Gy, ("Gitterfunktion”)
("Gleichmdfige Konvergenz auf dem Gitter”)

3. das Verfahren 31 gat die Konvergenzordnung p > 0, wenn

max |y(z) — yn(xi)| = O(hP) fir h — 0.
z; €Gp

Bemerkung 33 Das grundsdtzliche Problem bei dieser Definition: Konvergenz

einer Folge von Gitterfunktionen yn(x;) (auf jeweils unterschiedlichem Gitter
G ) gegen stetige Funktion.

Fehler des Verfahrens (”globaler Diskretisierungsfehler”)

Zm = y(l‘m) - Ym
N—— N~~~
exakte Losung =yp(Tm)

erfiillt (z.B. fiir explizites ESV):

1. Approx.—Schritt ausgehend von exaktem y(xm)

Zm+1 = Z/(xm—&-l) - [y(xm) + hF(xnu y(xm)7 hm)] +

Hy(@m) + hF (@m, y(@m), bn)] = [y(@m) + hE (2m, ym, hm)] =

=Ym+1
N—— —_———

""neuer’ Diskretisierungsfehler  Fehler fortpflanzung

o %(71) — ﬁ{y(xmﬂ) — [y(zm) + hF (X, Y(m), hm)] } heiBt lokaler Diskre-
tisierungsfehler an Stelle x,,, auch "Residuum”

) 7!17(73) 1= F(Zm, Y(@m), hm) — F(Tm, Ym, hm)

Ym+2m
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o Fehler-Evolution:
Z”H;Li_’z’” - 1/17(%) + 1/,53)

Definition 34 (Konsistenz, Konsistenzordnung)
Das Verfahren 31 ist

o konsistent mit der Gleichung y' = f(x,y)m wenn

max [PV =0 fir h—0;
Tm G

o konsistent (mind.) mit der Ordnung p, wenn

max [pV] = O(h?), h— 0.

Tm€GH
Bemerkung 35

e Bei ESV ist Konsistenz fiir Konvergenz ausreichend, und es gilt:
Konsistenzordnung p Rightarrow Konvergenzordnung p

o Bei Mehrschrittverfahren muss das Verfahren auch stabil sein.

Beispiel 36 (“explizites Euler-Verfahren”)
Welche Konsistenzordnung hat das explizite FEuler-Verfahren?

Tm+1
/ : [, y(x))de = (Tms1 — Tm) f(@ms Ym) (Rechecksregel)

= F = f(Tm, Ym)

1
Y(@me1 = y(am) + y/(xm)hm =+ §y"(£)hfn,

d.h.

980 = — o, y (o)) + 4/ ) + 59 (€ = Olln)

=0
(falls |y"(&)| < C), d.h. das Verfahren ost erster Ordnung.

Beispiel 37 (7ein impliziertes Euler-Verfahren”)

1

Tm+1
/ f(z,y(x))de~ §(xm+1—wm)[f(:nm,ym)+f(xm+1,ym+1)] (Trapez—Regel, "Crank—Nicolson)

= F = %[f(mm, Ym) + f(@m+1, Ym+1)]

Das Verfahren ist implizit, d.h. ym+1 wird aus der nichtlinearen Gleichung

h h
Ym+1 — 7mf(xm+1vym+1) =Ym + 7mf(l‘mvym)
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bestimmt (z.B. mit Newton-Verfahren).

1/]1(1%) = _%[f(xma ym) + f(fl'm+17 ym-i—l)] + y($m+1]1 _ y(xm) =
=W+ ) 19+ gy )+ O0%) =
S—_—

=y (@m)+y" (@m)hm+O(h7,)

= O(h?%,) = Konsistenzordnung = 2

Beispiel 38 (“Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 27, "modifiziertes Euler-
Verfahren”)
Idee:

rmtl 1 1
/ f(z,y(z))de =~ hp,- f (wm + ihm’ Yy (:L’m + th)> (Mittelpunktregel)
x

1 1 .
Yy <:cm + 2hm> R Yy L = Ym + §hmf(xm, Ym) < expl. Euler — Schritt

1 1
=F=Ff (l'm + ihmaym + §hmf($ma ym))

Konsistenzordnung:

1 1
?ﬁ%) =—f (%m + ihm’ym + §hmf($m’ ym)) +

——
1
= S (@m, y(@m)) = 5 hm fo (T, y(2m))
A

— s G ) fy s ylm)) -+ 3 () + G () + O(2,) =
= O(hn),

weil y”(xm) = fo(@m, y(zm)) + fy(xmvy(xm»f(mmvy(xm))
= Konsistenzordnung 2, zwei Funktionsaufrufe, explizites Verfahren!

Algorithmische Realisierung:
ky = f(xn’wym)

1 1
k2 = f(xm + ihmaym + §hmk1)

Ym+1 = Ym +hm . kQ
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Definition 39 (s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren)

Sei s € N,
0 0
a1 0 0
A= a3y aso 0 0 € RS*S
sl o-e ... Ggg 0

eine reelle Matriz, und
c= (07 C€2,C3, ..+ CS)T € Rsa
b= (by,bo,....,b)T € R

zwet reelle Vektoren. Dann heifit das Verfahren

kl = f(ajmaym)
ke = f(xm+ c2hm, ym + hmaz1k1)

ks = f(xm + cshm, Ym + hm(aslkl + ...+ as,s—lks—l))
Yn+1l = Ym + hm(brks + ... + bsks)

s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren (s - Anzahl der Funktionsaufrufe).

Beispiel 40 Ezplizites Euler- Verfahren:
s=1,A=0,c=0,b=1.

Beispiel 41 RK 2.Ordnung (modifiziertes Euler-Verfahren):

s:ZA:<i28>w:mJﬂFJ:@JF

1 1
—_—
k1

Definition 42 Schreibweise:

( ¢ bf; > < "Butcher-Schema” (1964)

7.B. RK-Verfahren 2. Ordnung wird wie folgt aufgeschrieben:
0

No= O
o= O

1

Handelt es sich um ein explizites RK-Verfahren, so werden die Nullen im
oberen Dreieck der Matrix oft gar nicht geschrieben.
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4.2 Runge-Kutta Verfahren 2. Ordnung
Alle RK-Verfahren fur s = 2 haben die Gestalt

kl = f(xma ym)
ka = f(zm + c2hm, Ym + hmaoikr)
Ym+l = Ym + hm(blkl + b2k2)7

beinhaltet also 4 Parameter asy, b1, ba, ca.
Das Ziel ist, die Parameter so zu wéhlen, dafl moglichst hohe Konsistenz-
ordnung erreicht wird:

v = y(xm“})ln: vom) g

Mit Taylor-Entwicklung

($m7 y($m))_b2f($m+02hma y(l‘m)+hma21f($ma y(l‘m)))

y(xm-&-l) - y(xm) ; hm I
Ao, 2

erhalten wir
f(l‘ma y(l‘m)) - b2f(1'm + C2hma y(xm) + hma21f(xmy y(mm))) =

= f(xrmym) + C2hmf:r(xm7ym) + a21hmf(xm7ym)fy(xmaym) + O(hz)'
Also

=) =y — (br+b2)f — hy | (b2 — %)ffy + (b2ca — %)fm +0(h?)

e fiir by + by = 1 (Konsitenzbedingung) = mindestens 1. Ordnung

o fiir by + by =1, boasgy = %, bocy = % = 2.Konsistenzordnung
— 4 Variablen, 3 Gleichungen
= einparametrige Familie der RK-Verfahren der Ordnung 2:
SeibQZO':>61:1—U,CL21: 02_1

1 1
20 — 20"

e Verfahren:
Ym+1 = Ym + hmFa

F = (1= 0 ) + 95 (04 ot + 5o i)

e Fiir 0 = 1 = modifiziertes Euler-Verfahren, Runge 1895 (Beispiel 38)
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e Fiir o = % = "Verfahren von Heun”, 1900:

ky = f(xm;ym)
=1 =1

~~ =~
ka = f(zm +7c2 hm,Ym + him "a21 k1)
1
Ym+l = Ym + §hm (kl + kQ) :
—
bi=bo=11

Das ist eine explizite Variante des impliziten Euler-Verfahrens (Bsp. 37,
Trapez-Regel)

Satz 43
E's existiert kein 2-stufiges RK-Verfahren der Ordnung 3.

Frage: Wie hoch ist die mit einem s-stufigen Verfahren erreichbare maxi-
male Konsistenzordnung p?

s 1121345 |67 8 >9
n(s) | 1|36 11214291 ] 207
p(s) 1234|456 6 |<s—2

Wobei

e n(s) die Anzahl der Bedingungsgleichungen fiir grofftmogliches p (nach
elimination der redundanten Gleichungen) und

e p*(s) die maximal méogliche Konsistenzordnung eines s-stufiges RK-Verfahrens
sind.

Nachteil der RK-Methoden: hohere Konsistenzordnung nur durch mehr
Funktionsauswertungen.

4.3 Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 3 und 4
Das Butcher-Schema fiir s = 3 hat die Form:
0| 0 0 0

0 0
€2 | @2 = & Parameter.

RK-Verfahren (mit Notation h = hy,):

kv = f@m,ym) = f
ky = f(zm + c2h,ym + hasiky)
ks = f(xm + c3h, ym + hasi k1 + ha32]€2).
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Durch Taylor-Entwicklung von f um (z,, ym):

h2
ko = f 4 cahfy + hao1 fyk1 + ?(Cgfm + 2fzyk1c2a01 + a%lfyyk%) + O(h2).

Mit k1 = f, ks = f + cohfe + az1hfyzf + O(h?) erhilt man:

2
ks = f + h(csfe + (az1 + as2) f fy) + %[Cgfm + 2c3(az1 + az2) f foy+

+2(asaca fofy + as2aa1 ff7) + (a1 + az2) f* fyy] + O(R®).
Damit gilt:
[ ]
F = b1ky + bokg + b3ks =

= A0 (by 4+ by +b3)f+
+h! - [(coba + c3b3) f + (baazy + bs(az1 + ase)) ffy]+

1
+h?. 5[(5265 + b3¢3) frz + 2(bacoany + bacs(az1 + ase)) f fuy+

+25302a32fxfy+253a32a21ff5+(bza§1+bs(a31 +as2)?) 2 fyyl+

+0(h?).
[ ]
m - m hm h2
y(x +1}>L yam) _ v (@m) + 5y (@m) + 2y (em) + O(h},) =

h h?
= [+ S SF) + e+ 2y + Fiud? + Sy + FLF) + OUS,).

e Bedingungen fiir @z)ﬁ,}) = %_y(w By O(h3) sind dann:

m

1.
by +by+b3=1

ist die Konsistenzbedingung, mindestens Ordnung 1.

1
caby + c3bs = baagy + bs(asz1 + asg) = 3

liefert mindestens die Ordnung 2.

1
boca + b3ci = bocoagy + bses(asy + ass) = boad, + bs(az + azg)?) = 3

1
bscoazs = bzagaag = 6

sind fiir die Konsistenzordnung 3 notwendig.
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Insgesamt hat man 8 Gleichungen mit 8 Variablen. Die Gleichungen sind
aber rednundant, so dafl es nur 6 unabhéngigen Gleichungen bleiben —
Parameter sind nicht eindeutig bestimmt. Nach der Reduzierung

by = 1—by— b3
C2 = 021

€3 = a31+as2
hat man 3 Gleichungen mit 5 Variablen
caby +c3b3 =

2 2
cabzazs =

O 0| =00 [ =

Bemerkung 44

1. b3 #0, ca # 0, asz # 0, a1 # 0 notwendig.
i—1

2. fiir mazimale Konsistenzordnung muss immer ¢; = =1 @ij
— R.-K.-Methode:
ki = f(xma ym)
=a21
k2 = f($m + Cthaym +co hmkl)
h
ks = f(xm + C3hm>ym + Cc3 hmk1 + WZU@ - kl))
=az1+as2 ~—~—
_ 1
432 gy
Ym+1l = Ym + hm((1 — by — b3) k1 + baka + b3ks)
N———
=b;

. b 1 . cy ¢
wobelC-<b§>:<§>m1tC::<C§ c§>

= Zweiparametrige Familie von R.-K.-Metoden der Ordnung 3:

e 7.B. co,c3 fri aber co # 0, c3 # 0, caneqes (sonst C singular)

2—362

362 -2
. b3 —
663(03 — CQ)

Sbhy=—
2 602(63 —CQ)

° fﬁr03:():>02:%, bgz%, bs frei

= einparametrige Familie.

o fiir co = c3 = % = by + b3 = % — eine andere einparametrige Familie der
R.-K.-Methoden.
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Beispiel 45

— = O

|

[a—y
AR DN O O
oHO O O

Simpson-Formel (=Newton-Cétes Formel fiir 3 dquidistante Knoten):

fj:+1 f(:L', y)dl‘% hm %f(xmay(xm)) + %f(l'm + %hma y(xm + %hm)) + éf( Tm+1 ,y(l’m+1))
Tm+1-hm

\S)
eolbowl— O

= O wik O
O © O
Bl O O O

Methoden 4. Ordnung (s =p = 4)

Klassische R-K.-Formeln (Kutta, 1901):

= NN = O

o+ O Ol
Wi O Nl
Wl =

ol

3_Regel (Kutta, 1901):

0
1|1
31
33 1
1|1 -1 1
B
8§ 8 8 8

— Newton’sche %-Regel (=Newton-Cotes Formel fiir 4 dquidistante Kno-
ten).
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4.4 Konvergenzresultate fiir die R.-K.-Methoden
Eine R.-K.-Methode hat die Form (h,, = h = const)

ym+}1—ym = Zle bikz‘ = F(ym))
kl - f(xma ym) d.h. k - k (ym)
ko = f(zm + cih, ym‘f'hz 1 aijkj), i=2,.

e Der Fehler z,, = y(&m) — yYm erfiillt die Gleichung == = ¢, (1) +

W, m = 0,1, ... mit ¢y, (1) = Yme)y(Em) _sme w (@m)) Y (2) =
F(y(am)) — Flym) = S5, bilki(y(@m)) — ki(ym)]

e zusitzlich: zp = y(zp) — yo = 0.
e v, =x9+m-h <X = const.
e Die Funktion f(x,y) erfiille auf G eine L-Bedingung bgzl. y.

= fur i > 2:

ri = [|ki(y(zm))) = ki(ym)|| =

= Hf (mm + cih, y(xm) + hz 1 @ij J(y(xm))) f (xm + cihy Ym + hz 1 @ijk (ym)> H

< L ly(@m) = ymll + B 573 lassl s (y(@m)) = ks ()] <

< Lllzm| + Lha} ;_qi— 1rj, mit a = max o<, |agj]
1<j<i—1
gesucht!

: A~
und damit 141 < Lhad 5 7j+ L ||lzm|| — rekursive Abschitzung!

Satz 46 Die Funktion f(z,y) sei auf G stetig und erfille eine L-Bedingung
bzgl. y. Fiir den Fehler einer s-stufigen R.-K.-Methode gilt dann:

lok. Diskret.—Fehler

llzmll = ly(@m) — ym| < (X — x0)ea(X — xo) - Or<nax I 1%) I,
<j<m
wobei

o = sbLeleho=1) < py

a — Imax 2<i<s |aij|,
1<5<i—1

b := max |b;].
1<i<s
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4.5 Schrittweitensteuerung, eingebettete R.-K.-Methoden

Ziel: Begrenzung des lokalen Diskretisierungsfehlers durch Wahl einer geeing-
neten Schrittweite h}, zur Verwendung fir ndchsten Schritt: hpym+1 = hy,.
Bedingung;:
|t (m)| o <TOL Vm
—_—
Y(Tm+1)—Ym+1 bei 'richtiger’ AB an zm
¥ (1) unbekannt
TOL vom Benutzer gewihlte Genauigkeit, "TOLeranz’

= heuristische Fehlerschéitzer durch Vergleich von 2 verschieden genauen
Verfahren: y,,, und #,, (wesentlich bessere Niherung, z.B. Ordnung hP*! statt

hP), also: [P | < ).
o Fehlerschitzer e = |Gm — Ym| = [Y(Tm) — Yml|
nur fiir "zweitbestes” Verfahren (fiir den lokalen Fehler)
e Bedingung:
(Verfahren y,, ist p — ter Ordnung)

€m
~ Ch 1<TOL = (=~ ——
‘ mp+ 1< hmp+ 1

e akzeptable Schrittweite hy,:
C(h:)p+ 1~ p-TOL, wobei p "sicherheitsfaktor” ist (z.B. p = %)
x ~ ,TOL . pTOL 1
= (hp)PH! = pTT ~ p? : hEt

verwendete 'alte’ Schrittweite

= neue Schrittweite (aus Fehlerschitzung):

Rmg1 = h;kn - P+1/@hm
€m

e meist wird mit g, weitergerechnet (genauer!)

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren

Ziel: effiziente Berechnung von y,,; ,, zur Fehlerschitzung

Um - RKV der Ordnung p + 1 ¢ bf;
Ym - RKV der Ordnung p ¢ 1;4

Typisch sind 5(4), 8(7) (Matlab-Funktionen ode45, 0de87).
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e Problem: zusétzliche Berechnung von ¢, erhoht Aufwand stark.
= wihle¢=c¢, A=A b+#b
= min. Verfahrensstufe s* = p + 1 kann nicht erreicht werden.

Beispiel: RK4(3) (klassisches RKV (p = s = 4))

0
L1
7|2
20 3
10 0 1
1 I 1 I
IR
6 3 3 U0 3
Gleiche Koeffizienten machen k" = k"' = Aufwandsreduktion

("Fehlberg-Trick”)

bT - Erginzung zu s =5, p =3

K= f (T, Ym + B (GE7 + ... + §KT))
Yma1 = Ym + b (FET + ..+ FK)

K = f(@mi1, Ymrr) = kg

= vertretbarrer Aufwand fiir Fehlerschitzung

4.6 Implizite R.-K.-Methoden (ein Ausblick)

Die expliziten R.K.-Formeln sind ein Speziallfall von Formeln

bisher j<i—1
=

s

ki = f(xm+czhmaym+hm Z a'ijkj); izl,...,S

j=1

Ym+1 = ym+hmzbiki; m=20,1,...,
i=1

die als tmplizite R.-K.-Verfahren bezeichnet werden.

Butcher-Schema:
c| A
b
c,b e R?,
A € Rs x s evtl. voll besetzt.

Problem: Lésung eines nichtlinearen Glecihungssystems fiir (ky, ..., ks) =
K € Rn x s fir allem =0,1, ...

Vorteile:
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1. mehr Parameter zur Verfiigung = hohere Konsistenzordnung (bis
p=2s (") fir die Gauf-Form (wird nicht im Rahmen dieser Vorle-
sung behandelt))

2. glinstige Stabilitédtseigenschaften

2 Typen: GauB-Form (bessere Konsistenzordnung) und Radau-Form
(bessere Stabilititseigenschaften als Gau-Form).
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5 Randwertprobleme

5.1 Aufgabestellung, Beispiele, Existenzresultate

Anwendungen
Beispiel 47 Durchbiegung einer belasteten Saite:
—(u=@)y) = k(z), = € (a,b)
p(z) > 0 Spannung
k(z) Kraftdichte
Gesamtkraft = f; k(s)ds

Randbedingungen:
y(a) = «, y(b) = B — RB 1. Art bzw. Dirichlet-RB
y'(a) =a, y'(b) =0 — RB 2. Art bzw. Neumann-RB

ay(a) + coy'(a) = @ .
esy(b) + e/ (b) = B — RB 3. Art bzw. Robin-RB

/

Beispiel 48 Durchbiegung eines elastischen Stabes:
(u(2)y")" = k(z), x € (a,b)
p(x) > 0 Biegesteifigkeit
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RB:
e frei drehbare Lagerung, z.B.: = Oy(a) = y(b) = y"(a) = 3" (D)
e fest eingespannt, z.B.: 0 = y(a) = y'(a)

e skalare Gleichung héherer Ordnung — auf System 1. Ordnung trans-
formierbar

e allgemeine nichtlineare Form.:

{ v = f(z,y), © € (a,b); y, f ER"
r(y(a),y(b)) =0, r € R®

e in der Prazis oft lineare RBen:
r(y(a),y(b)) = Ay(a) + By(b) = C; A,B € R™"; C € R"
oder separierte RBen:
Ay(a) = C,, By(b)= Cp; A€ R™™ BeR™ r4+s=n

eR” €Rs

Beispiel 49 y"(z) + y(z) =0
— allgemeine Liosung: y(x) = ¢y sinx + cacosx; c¢1,c0 € R

1 y(0) =0, y(r/2) =1
— y(x) = sinx eindeutige Losung
2. y(0) =y(m) =0
— y(x) = ¢y sinz, ¢ € R beliebig viele Losungen
3. y(0) =0, y(r) =1 = keine Losung!
Rightarrow FExistenz-eindeutigkeitstheorie ganz anders als bei AWP.

Beispiel 50 Skalares lineares RWP 2. Ordnung

{ —y" + p(@)y +q(x)y = g(x), = € (a,d)
y(a) = a,y(b) = B
Bemerkung:

—b T —a

w(e) = y(e) - oy + 55—

transformiert das Problem auf RWP fiir w mit homogenen Randbedingun-
gen, d.h. w(a) = w(b) = 0.

Satz 51 (Fredholm-Alternative)

1. Das RWP aus Beispiel (50) ist genau dann fiir alle g € Cla,b], (a, B)T €
R? eindeutig ldsbar, wenn das zugehdrige homogene Problem (d.h.
g,a, = 0) nur die triviale Losung hat ("Fredholm-Alternative”)
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2. Fir q(z) > 0 hat das homogene Problem (50) nur die triviale losung.

Idee fiir weitere Existenzresultate
Betrachten wir das RWP

Y = f(z.), © € (a,b)
{ r(y(a), y(b)) = 0 )

Umformulierung als AWP:

{ y = f(z,y), € (a,b)
y(a) =s e R”

y(x; s) 16st auch (3), falls die Funktion

= Liésung y = y(x; s) (4)

F(s) :=r(s,y(b;s)) : R - R"
eine Nullstelle hat. Das Gilt z.B. falls
O(s) :=s—QF(s) :R" - R"

eine Kontraktion ist, mit geeigneter reguldarer Matrix () € R"*".
Der Fixpunkt s* von & ist dann die Nullstelle von F(s) = y(x;s*)
16st (3).

Eigenwertprobleme:

( ( ) y(b )J):

e (5) ist typischerweise iiberbestimmt = 3 keine oder nur triviale Lo-
sung.

= Liosung y = y(x; s) (5)

e Gesucht: A € C (=FEigenwerte), sodafl (5) eine nichttriviale Losung
y(x) (=eigenfunktion) hat.

Beispiel 52 yY+Ay=0 R, z€(0,1)

y(0) =y(1) =0
1. A <0:
Allgem. Lisung: y(z) = c1eV™ + eV = y(z) = 0
2. A=0:
y(x) =c1 4+ cr = y(x) =0
3. A>0:

y(x) = ¢y sin(v/Ax) + ¢ cos(vVAz)

N 62:0
crsinv =0
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=VA=rk, keN
= FEigenwerte: l, = m2k?

Figenfunktionen: yx(x) = esin(wkx)

5.2 Einfach- und Mehrfachschief3verfahren
5.2.1 Das Einfachschieverfahren (*Wasserschlauchmethode’)
Gegeben sei das folgende RWP:

W = f(zyu,u), a<x<b,
ula) = «
u(b) = pB.

B 4 T u(ss.)=u()
Das AWP
u” = flz,u,u), a <z,
u(@) — a
w(a) = S.

besitzt dann i.A. eine eindeutige Losung fiir alle s: u(x) = u(x; s).
Idee: Um das RWP zu l6sen, miissen wir s so bestimmen, dafl die 2.

Randbedingung erfiillt ist, d.h. u(b;s) = p.
Man sucht damit eine Nullstelle s* der Funktion

F(s) =u(b;s) — p.

Methoden:
1. Kennt man, z.B., Werte s; und s_ mit F(s;) > 0, F(s-) < 0, so

kann man s* mit Bisektionsverfahren berechnen (s. Skript 'Ange-
wandte Mathematik’).
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2. Newton-Tangentenverfahren (s. Skript ’Angewandte Mathematik’):

u(b, s), und damit auch F(s) sind stetig dierenzierbare Funktionen
von s, also:

Sit1 = S; — 5((2)), i=0,1,...; so gegeben (passend gewéhlt, so dafl

die Konvergenzbedingung erfiillt ist).
F(s;) kann man durch 16sung des AWPs bestimmen: Den Wert der
Ableitung F'(s;)

F'(s;) = %u(b; s)

erhélt man wie folgt:
Die Funktion v(z) = Zu(z;s) erfiillt die spezielle lineare Differenti-
algleichung

ou nou'
%"‘fu/(x;uau)g -

= fulz,u,u)v + fu(z,u,u)v
f(77 ) )

V" = fu(z,u,u)

mit AB:
v(a) =0, v'(a) =1
Beweis:
UH = Uggx = d f (SL’,U(Z‘7 5)7 a_(xﬂ S>>

u(a;s) =a —wv(a) =0

ou, B b

%(a,s)—s—HJ( ) =1
q.e.d.

Das Problem wird damit oft sehr kompliziert. Man ersetzt daher oft
die Ableitung F’(s;) durch einen Differenzenquotienten (s. Anhang
6.5), z.B.:

F(s; + As) — F(s;)
As '

F'(s;) = AF(s;) =

Probleme:

(a) F(s; + As) ist analog zu berechnen.

(b) As zu grofi = schlechte Konvergenz des (naherungsweisen) Newton-
Verfahrens.

(¢) As zu klein — F(s; + As) =~ F(s;) = Ausloschung
= F(s;), F(s;+ As) miissen sehr genau berechnet werden.
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(d) lokale quadratische Konvergenz geht i.A. verloren.

Bemerkung 53 Sonderfall lineare RWPe:
F'(s;) = AF(s;) Vs

— F(s) =0 in einem Schritt losbar (lineares GS).

Probleme des Schief3verfahrens:

1. Oft instabil bezgl. 'Daten’, z.B.

(a) Max. Existenzintervall von u(z; s) hidngt i.A. von s ab — u(b; s)
evtl. nicht definiert.

(b) AWP numerisch instabil, obwohl RWP gut konditioniert (— mit
Differenzenferfahren (s. Kapitel 5.3) stabil losbar.

Beispiel 54
Yy = 110y + (6)
»(0) = n(10)=1

/
n _ 0 1 n
() =G 1) ()
—A

Allgemeine Losung:

y(x) = cre 1" ( _110 ) + coell® < 111 ) , C,c0 €R

e Das System ist nicht stabil
Randbedingung in der Matrizform:

(o0 )uo+ (g9 )uw=(

1
1
e cindeutige Losung des RWPs:

e 1 L—e 10 /1
Y(@) = 5 i © (—10>+m6 (11)

—_——

~1 ~ve—110

e}

e Anfangsbedingung:
1 1
0 = = o= ~
u(0) = ( —10 + B ) ( 10 >
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e Bei 10—stelliger Genauigkeit:

- 1
2.B.: 5= ( 1041079 )

Rightarrow Ldisung y,(10;35) ~ %6110 ~ 2.8 10%7
e Sensitivitit aus dem Satz 17 klar (Abhingigkeit von ABen):

Y = f(x,y), y(zo) = yo
g/ = f(x,ﬂ), Q(ZL‘()) = gO
= |y(z) — §(x)| < "y — gol.

Hier mit A\(A) Eigenwert der Matriz A:

L=11= P‘max(A)’
= |ly(z;s) — y(a;3)|] = O(e")]]s — 3]

Verbesserte Idee: Verkleinerung des Abstands |z — a|, also Verkleine-
rung des Intervalls — Motivation fiir das nédchste Kapitel iiber das Mehr-
fachschiefiverfahren.

5.2.2 Das MehrfachschieSverfahren (Multiple Shooting Method’,
MSV)

Gegeben sei das RWP:
y = [f(z,y), r(y(a),y(b)) =0, y €R.
Idee: Bei MSV werden die Werte
sk =y(zx), k=0,..,m
an mehreren Stellen
a=xg <z <..<xy=2"0
gleichzeitig iterativ berechnet. Sei dazu
y(@; Tk, si)

die Losung des AWPs

y = f(x,y), x> mxp, y(zr) = s, € R™
Aufgabe:
Bestimme die Vektoren s, so, dafl die stiickweise zusammengesetzte

Funktion
{ y(x) = y(r;oe,s%), T € [T, Tpy1)
y(b) = Spn
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stetig ist und die Randbedingung (s, s,,) = 0 erfullt.

¥(x)
S1 o |
\‘y} S3 ]
i - | 5, .
S, o i Y]
x
a X X, X

e Es ergeben sich damit n - (m + 1) Bedingungen:

{y(mkﬂ;xk,sk) = Spy1, k=0,...,m—1

(S0, Sm) =0
e Das Gleichungssystem fiir die n-(m+1) Unbekannten s, ..., s,, lautet
mit S = (8g, ..., $m) 7 € R
y(1; 2o, S0) — 1
y(zm; Tm—1ySm—1 — Sm)
7 (05 Sm)
und kann mit Hilfe des Newton-Verfahrens
Si+1 = Sl - [DF(SZ)]_lF(SZ), Z = 0, 1,
iterativ gelost werden.
e Berechnung von F(S;): m AWPe zu l6sen.
e Dic Matriz DF(S) = <8%Fi(3)> hat die folgende Block-
1,k=0,...,m
Gestalt:
Gy =1 0 0
0 G —I O 0
DF(S) =
Gmo1 —I
A O 0 B




mit einzelnen Matrix-Blocken:
I =diag(1,...,1) € R™" (n x n — Finheitsmatriz)
Gy =D, Fi,(S), k=0,..,m—1; GeR"™™

A = Dg,r(S0,5m) € R™"
B = Dy, (S0, Sm) € R™"

= Newton-Verfahren lautet mit AS = (Aso, ..., As,,)? = Siy1 — Si

DF(S)AS = —F,
oder, mit der Kenntnissnahme der Struktur der Matrix DF(S):

G()ASO — ASl = _FO
G1A51 - AS2 = —F1

Gm—lASm—l - ASm = —1'm-1
AAsy + BAs,, = —F,,

= ASl = GOASQ + Fo, u.S.W.

m—1 m—1
Asp = G 1Gma..G1Go Asy + ( 1T Gl> F; = GAso+w

i=0 \l=j+1

—:GeRnxn

J/

e
= lineares GS fiir Asg :
(A+ BG)Asy = —F,, — Bw
— As; werden aus Asg sukzessive berechnet.
e Praktische Aspekte:

— Modifiziertes Newton-Verfahren — nur Approximation der Ma-
trizen DF(S;)

— Wahl der Zwischenpunkte x:
Sei z(x) eine Starttrajektorie

* o
To - —
* Sei x; < b gewahlt, so integriere das AWP
2} = flz,z), >z
zi(z) = z(x)

bis zu z = &, wo [[zi(§)[| = Al[()I] (2.B. z = 2);
setze x; 411 1= €.

— Falls f(x,y) nur stiickweise stetig auf [a, b] bzw. stiickweise stetig
differenzierbar auf [a, b] ist:
— Unstetigkeiten als Zwischenpunkte wéhlen, sonst Konver-
genzprobleme.

42



5.3 Differenzenverfahren

RWP:
{ —y" +q(x)y = g(x), = € (a,b)
y(a) = a,y(b) = p

e Seien p,q € Cla,b], ¢ > 0= 3! Losung y € C?[a,b] (laut Fredholm-
Alternative, Satz (51))
e Diskretisierung;:

Idee: Approximation der Ableitungen in der Differentialgleichung (s.
Anhang)
b—a

Gitterpunkte: z; =a+jh, 7=0,...,n; h ===

n

o Approzimation der 1. Ableitung: (fiir y € C? bzw. C3):

Vorwdrtsdifferenz:

Approzx.Ordn 1
~~
_ ylz+h) —y(z) h
2

Dt = =y " 0, h
(DTy)(x) h y'(z) + y'(x+ 01 h)
0<6,<1
Riickwartsdifferenz:
Approz.Ordn 1
(z) —y(z —h) h
— Y\r) — — / 1"
D = = - 3 — 0, h
(D7y)(x) n y'(x) A 5 h)
0<0s<1
Symmetrische Differenz:
h) — —h h?
(D%)(z) := ylo + )th(a: ) = y/(:v)—I—Ey/”(x—i- 6  h) (Ordnung?2)
—1<6<1
o 2. Ableitung: (fiir y € C*):
Zentraler Differenzenquotient 2. Ordnung:
+ = L y(ZU + h) B 29(37) + y(x B h) o h_2 "
(DTD7y)(z) := 72 =y (@) + 5y 2+ \1<99<,1h)

o Diskretizierung des RWPs:

yj =~ y(z;)
q; = q(x;)
9; = g(x;)
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Yo =«
——yj“_if}gﬁyjfl +qyi=g;; j=1..n—-1 p < ntlGl firyg,..,y,
Yn =B

bzw.

2+ h2q)y —y2 = P29 + «
—yi—1+ (2+ hij)yj — Yjp1 = thj; j=2,..n—2 +—n—1Gl. furyy,...,Yn-1
—Yn—2 + (2 + h2qn71)yn71 - h2gn71 + ﬁ

Matix-Form:

2+h2q1 —1 0 0 Y1 h2g1+a
-1 24h% -1 .. 0 Yo h*g,
0 —1 2+ R .. 0 ys | = h?gs
0 0 0 . 24 h'zqn—l Yn—1 h29n_1 + /6
AER(n—Dx(n—1) M b

Fragen:
1. Ist das GS eindeutig losbar?
2. Effiziente Losungsverfahren?

3. Konvergenz der num. Approximation gegen exakte Losungen fiir h —
0?7

zu 1):
Eigenschaften von A:

e symmetrisch, tridiagonal

e positiv definit, da:
A=D+T; T =tridiag(—1,2,—1); D = diag(h*q;, i =1,...,n—1)
= Vr e R L
(Az,z) = (Tx,z) + h? ?:ll\qﬁ/ > (Tx,x)
>0
Z.z.: T positiv definit, d.h., (Tx,z) > 0Vx # 0.
Matrix T besitzt folgende Eigenwerte und Eigenvektoren:

Eigenwerte von T: \; = 4sin? ;r—s >0, k=1,...,n—1

7kj
n

Eigenvektoren: (vy); = sin
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e Man kann zeigen, daf} fiir 2 < j < n — 2 gilt:

k’ ) — 1 ]{3 ] k . 1 ittonstheoreme . k . k .
n n n 2n n
~ TV - Vv
(Vk)j—1 =(vk); =k

was zur eindeutige Losbarkeit des Diskretisierungssystems (Ay = b)
fiihrt.

zu 2): A ist (strikt) diagonaldominant (da ¢; < 0) = O(n)-Eliminationsalgorithmus
(z.B. Thomas-Algorithmus, Gauf-Algorithmus fiir tridiagonale Matrizen)
ist stets durchfiirbar und stabil.
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6 Anhang

6.1 Landau-Symbole

(groBtenteils basiert an der Vorlesungen von Prof. Weikert)

e Suchen kompakte Notation zur Aufwandsabschétzung von Algorith-
men.

e Algorithmus soll von Problemgréie n abhédngen (z.B.: n = Zahl der
zu sortierenden Objekte in einer Liste)

e Laufzeit ist Abbildung f : N — R* mit f(n) = a,, d.h. eine Folge.

e Meist ist (a,,) monoton wachsend und nicht beschrénkt, d.h. lim,,_,.a, =
1.

e Interessant ist, wie schnell a,, gegen oo strebt. Hierzu vergleicht man
(a,) mit Prototypen von anderen Folgen (b,,).

Definition 55 (Grof-0,Klein-o0)
Ein Folge A = (ay) ist "Grofi-O” von B = (b,), wenn der Quotient
<z—:) beschrinkt ist. Die Folge A ist "Klein-o” von B, wenn (Z—:) eine

Nullfolge ist. Man schreibt A = O(B) bzw. A = o(B). O und o nennt man
auch Landau-Symbole.

Beispiel 56 1. 2n? +3n+4 = O(n?), denn

Dies ist eine konvergente Folge und damit beschrdnkt.

2. 2n* +3n +4 = o(n?), denn

2 3 4
2 2,3 44 .
atdntd — 2w w? () fiir n — oo.

Bemerkung 57 Mehrdeutigkeit
Die Angabe A = O(B) ist nicht eindeutig. Fir A = (n+ 2) sind z.B.:

A= 0(n?)
A=0(n)
A=0(3)

wahre Aussagen. Es gilt:

e Konstante Faktoren dndern nicht die Ordnung.

O(B)=0(c-B) VeeR,
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e Terme niedrieger Ordnung sind unwichtig:
2.B. haben (n* + 3n + 4) und (n* + 17n) die selbe Ordnung O(n?).

Satz 58 (Rechenregeln fiir Landau-Symbole)
Fiir reelle Zahlenfolgen A, B und C' gelten folgende Regeln.:

1. A=0(A)

2. Ve e R gilt:
c-O(A) =0(4)
c-0(A) =0(A)

=0O(A-B)
o(A)-o(B)=0(A-B)
6. A-O(B)=0(A-B)
A-o(B)=0(A-B)
7. Transitivitdt:
A=0(B), B=0(C)=A=0(C)
A=o0(B), B=0o(C)= A=0(C)
Bemerkung 59 Vergleichbarkeit von Folgen

Nicht alle Folgen sind vergleichbar!
Z.B. A= (a,) und B = (b,) mit

. :{ n  (n gerade)

n?  (n ungerade)

b — n? (n gerade)
"l n (n ungerade)
Fiir gerades n sieht man, daff A # O(B).
Fiir ungerades n sieht man , dafi B # O(A).

Definition 60 (O(A) = O(B), O(A) < O(B))
Man definiert folgende Relationen:

O(A)=0(B) = A=0(B)und B=O0(A)
O(A) <O(B) &= A=0(B)und B+# O(A)
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Bemerkung 61 Hdufig verwendete Prototypen von Vergleichs-
funktionen

@) Laufzeitverhalten
O(1) konstant
O(log,n), a>1 logarithmisch
O(n) linear
O(nlog,n), a>1 | nlogn

O(n?) quadratisch
O(n?) kubisch

O(nk) polynomial
O(a™), a>1 exponentiell

Hdufig ist a = 2. Die Wahl von a ist jedoch unwichtig, da sich Lo-
garithmen zu unterschiedlichen Basen nur durch einen konstanten Faktor
unterscheiden:

Bemerkung 62 Vergleich von Ordnungen

Es qgilt:
O(1) < O(logn) < O(m) < O(nlogn) < OM?) < O
< < 0" < < O2M < o@F"
7.B.:
n ‘loan nlogon  n? n? 2"

10 3.32  33.32 100 1000 1024
100 6.64  664.4 10000 10° 1.27-10%
1000 | 9.97 9966 106 10° ~ 1030
10000 | 13.29 132877  10® 102 =~ 103910
Fiir grofe n sollte man daher nicht auf Fortschritte im Rechnerbau
hoffen, sondern nach Algorithmen suchen, die eine bessere (also: kleinere)
Ordnung besitzen.
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6.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 63 (Eigenvektor, Eigenwert) Sei f : V — V eine lineare
Abbildung von K-Vektorrdumen. Fin Vektor x # 0 aus V heisst Figenvek-
tor von f, wenn es A € K gibt mit f(v) = Av. Die Zahl A\ € K heisst dann
der zugehorige Figenwert von f.

2 -1 0 1
Beispiel 64 Set A= | 2 2 2 | undv:= 3 Dann rechnet
2 3 1 -3
man leicht nach:
—1
Av = -3
_u
2
Also ist v eine Eigenvektor zum Eigenwert A\ = —1.

Definition 65 Sei f : V — V eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen.
Dann heisst der Unterraum

E\ :={veV|fv= X}

Der Eigenraum von f zum Eigenwert A. Er enthdlt genau die Eigenvektoren
zum Eigenwert A und den Nullvektor.

Bemerkung 66 Finen Spezialfall von Eigenrdumen kennen wir schon
langer:
Eq=ker f

Definition 67 (charakteristisches Polynom) Sei A € M(n x n, K)
Dann ist das charakteristische Polynom gegeben als

X(A) = det(XE, — A)

Satz 68 A\ Nullstelle von x(A) gdw. A Figenwert von A.

Beweis: ,= “Sei det(AE, — A) = 0. Dann ist AE,, — A singulér, und hat
nichttrivialen Kern. Sei v im Kern, dann gilt:

(AE, —A)v=0= \v=Av
»,< “Alle Implikationen sind umkehrbar.

Aufgaben 69 Bestimme die Eigenwerte der folgenden Matrizen:

1 2 1
a) 1 4 3 (Lésung: 0,2+/3, —2\/§)
1 -4 -5
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0 10
b) | -1 0 0 | (Ldsung: 2,i,—i)
0 0 2

Definition 70 FEine quadratische Matriz A heisst diagonalisierbar, wenn
eine invertierbare Matrix P existiert, so dass P~ AP Diagonalgestalt hat.

Satz 71 A € K™" ist diagonalisierbar gdw. es ex. n lin. unabh. Eigen-
vektoren von A. In diesem Fall sind die Spalten von P FEigenvektoren von

A.

Aufgaben 72 Man untersuche jeweils, ob die Matrixz A tiber K diagona-
lisierbar ist. Wenn ja, so gebe man eine invertierbare Matriz P und eine
Diagonalmatriz D an mit D = P71AP.

2 1
FEVNES)

5 —6 —6
2. K=C,A=| -1 4 2
3 —6 —4

Loésung

(a)
xal)=2—-2)*+1=2>—42+5
Das charakteristische Polynom hat keine reellen Nullstellen, zerfallt
also nicht und ist somit nicht diagonalisierbar

(b)

xalz) = Gb—a)d—2)(—4—2)—36—-36+18(4—xz)+12(5b —z) — 6(—4 — 2)
= —2°+52° —8r+4
= (1-2)2-2)

A hat somit 2 und als 1 als Eigenwerte.Man berechnet einfach die
Eigenrédume:
Die Eigenvektoren zum Eigenwert 2 ergeben sich durch Lésung von

(A—20)X =0

Man erhilt (2,1,0),(2,0,1) und zum Eigenwert 1 den Eigenvektor
(3, —1,3) Somit ist

3

—1

3

P=

S = N
— O N
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Satz 73 Sei A eine Matriz in Dreiecksform. Dann sind die Diagonalein-
trdage genau die Figenwerte der Matrix.

Aufgaben 74 1. Sei A € C™". Zeige: Fiir eine beliebeige nxn Matrix
B und jeden Eigenwert A\ von A gilt die Ungleichung

L< [ =B)" (A= B)| <[|(M - B)"'|| [|1A- B

sofern \ nicht auch Figenwert von B ist. Hierbei bezeichnet I die
n X n-Finheitsmatriz und || || eine beliebige zugeordnete (also insbe-
sondere auch submultiplikative) Matriznorm.

2. Beweise Satz von Gerschgorin:

Sei A = (ay;)} ;=1 einenxn Matriz. Dann liegen alle Eigenwerte der
Matrix in der Menge

M = UKZ’ Kl = {Z S (C . |Z - aii| S Z |a’lj|} (7' = 1,...,71).
=1

J=1j#i
Losung
1. Sei x EV zu EW X von A, A kein EW von B. Dann ist A — B regulir.
(A—B)x = (M — B)z
= (M-B) Y A-Bz=ux
| || Vektornorm =
I(M = B)™(A = B)a|| = |||
Laut Aufgabenstellung ist die Norm submultiplikativ, d.h.
1A Bl < [|A[l - [|B]]

(Bemerkung: Das gilt ohnehin fiir jede von einer Vektornorm indu-
zierten Norm)
Damit gilt:

= [[(A = B) | [|[A = Bl |l]| = [[(M = B) (A = B)[| ||=]] = |||
Dinvision durch ||z|| liefert die Behauptung.

2. Ist ein a; EW von A = Behauptung.
Sonst:

verwende 1. mit B = diag(ay, ..., Gny) und der || ||oo-Norm

maX\)\ — &ii‘_l Z ’aijl 2 1

1<i<n —
J#i

d.h. exisitiert io mit |)\ — ai0¢0| < Zj;éio |aioj|
Dann liegt A\ auf jeden Fall in M.
A beliebig = Behauptung.
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Bemerkung 75 Es kann Fille geben, in denen eine (oder sogar mehere-
re) der Mengen K; keinene Eigenwert erthdlt, z.B.:
A= 2 :411 ) hat doppelten EW —2.

K, = {|z| < 1} enthdlt EW nicht.

6.3 Orthogonale Matrizen

Definition 76 Fine Matriz A € K™*" heisst orthogonal, wenn ihre Spal-
ten eine Orthonormalbasis des K™ bilden.
Die Menge der orthogonalen n x x-Matrizen heisst O(n).

Satz 77 Sei A € O(n) Dann gilt:

1.
A_l — AT
2.
(Au, Av) = (u,v)Vu,v € R"
(A ist Isometrie)
3.

| Au [[=] w || Vu € R
4. Orthogonale Matrizen haben immer Determinante +1 oder -1
5. Nur £1 kommen als Eigenwerte von A in Frage.

6. O(n) ist eine Gruppe bzgl. Matizenmultiplikation. Die orthogonalen
Matrizen mit Determinante +1 bilden eine Untergruppe von O(n),
die spezielle orthogonale Gruppe:

SO(n) :=={A € O(n);det(A) = +1}

Bemerkung 78 Vorsicht! Nicht jede Matriz mit Determinante +1 ist

auch orthogonal:
3 3
2 4

Definition 79 FEine lineare Abbildung F' : R™ — R™ heisst orthogonal,
wenn ihre Matrixz bzgl. der Standardbasis orthogonal ist (dquivalent: Wenn
ihre Matriz bzgl einer ON-Basis von R™ orthogonal ist).

Beispiel 80 Die Elemente in O(2) haben die Form

cosa —Sino cosa St
) oder )
sina  cosa sinaw —cosa
mit o € [0, 27|

Aufgaben 81 Zeige: F : R3 — R3 speziell orthogonal. = F besitzt einen
Eigenvektor zum Figenwert 1.
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Losung: Sei F orthogonal, A seine Matrix bzgl. der Standardbasis. Dann
ist das charakteristische Polynom von A ein Polynom dritten Grades, hat
also mind. eine reelle Nullstelle.
Es gibt also einen Eigenwert \; = +1. Ist A\; = 1, so sind wir fertig.
Ansonsten kénnnen wir eine ON-Basis {wy, w, w3} wihlen, bzgl der F die
Darstellung

-1

0
0

;[ a b
A._(Cd)

Dann gilt A’ € O(2) und det A’ = —1, also ist
A [ cos sino
~ \ sina —cosa

Das charakteristische Polynom ist #> — 1, also exisitiert ein Eigenvektor
zum Eigenwert 1.

o 8 O
QUL O

hat. Sei

Geometrisch beschreiben die speziell orthogonal Abbildungen im R? Dre-
hungen im Raum. Wir kénnen also folgern:

Korollar 82 (Satz vom Fussball) Auf der Oberfliche eines Fussballs
gibt es einen Punkt, der sich beim Anstoss zur ersten und zweiten Halbzeit
an der gleichen Stelle befindet.

Beweis: Da der Ball an der gleichen Stelle liegt (auf dem Anstosspunkt),
wird seine ,, Positionsidnderung® durch eine Drehung im R? beschrieben, wo-
bei der Mittelpunkt des Balles der Nullpunkt ist. Nach vorherigem Satz
gibt es einen Eigenvektor v zum KEigenwert 1, dieser entspricht genau ei-
nem Punkt auf der Oberfliche des Balls. Dieser wird durch die Drehung
unverdndert gelassen (das bedeutet Eigenwert 1).

6.4 Symmetrische Matrizen

Satz 83 (Eigenschaften symmetrischer Matrizen) Fiir eine symme-
trische Matriz A € R™" gilt

1. A hat nur reelle Figenwerte.

2. FEigenvektoren zu verschiedenen Figenwerten sind orthogonal.
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6.5 Numerische Differentiation (Finite Differenzen)

(groBtenteils basiert an der Vorlesungen von Prof. Weikert)

In vielen Fallen muss man Ableitungen nur diskret vorliegenden Funk-
tionen (d.h. nur an einzelnen Punkten, ’Gitterfunktionen’; s. z.B. Kapitel
5.3) approximieren.

In der Praxis treten solche Tabellenfunktionen, z.B., bei Geschwindig-
keitsmessung durch die Polizei oder bei Temperaturmessungen auf.

Man wendet den Satz von Taylor an, um geeignete numerische Appro-
ximationsformeln zu bestimmen.

Problembeschreibung:

Von einer kontinuierlichen Funktion f(z) sind nur die Funktionswerte
("Messwerte’, 'Stiitzwerte’) auf einem dquidistanten Gitter G := {z;|z; =
ih,i € Z} (*Stiitzstellen’) bekannt:

h heiit die Gitterweite von G.

Gesucht wird Approximation einer Ableitung f*) an der Stelle &, die
nicht notwendigerweise an dem Gitter liegt, so dal nur die bekannte Gro-
Ben f; verwendet werden: Finite-Differenzen-Approximation.

Beispiel 84 Approzimieren wir f” im Punkt x; mit Hilfe von f;_1, fi, fiz1-
Es werden also Zahlen o, B,y gesucht, so dafs

fi' = afioi+Bfi +7finm

gilt, und Approzimationsfehler dabei hochstens O(h) ist.
Losung:
Sei f hinreichend oft differenzierbar.
Laut Aufgabestellung gilt:

[l =afia+Bfi+fiq +0(h).
Mt der Taylorentwicklung von f um x; gilt:
afiat+Bfitvfinn =
= alfi = hfi+ 3h*f] + O(h*)+
+Bfi+
+y(fi + hff+ 3R [+ O(h?)) =
= fila+B8+7) + fi(—ha+hy) + f%5(a+7) + O(h)
Da dies mit f' =0- f;+0- f/+ 1 f!' dbereinstimmen soll, liefert ein Ko-
effizientenvergleich das lineare GS:

(1) a+B8+y = 0
(2) —Zhoz—l—fzw =0 = a=y
3) LTa+ly =1 = ha=1
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Aus (2) folgt a = .

Zusammen mit (3): h2a=1= a =~ =1/h%
Aus (1) folgt damit: B =1—a —~v = —2/h?.
Also gilt:

[as fior = 2fi + fin
i h2 .

Wie genau ist diese Approzimation?

Mt der ausfiihrlichen Taylorentwicklung

1 1 1 1 1
wri = fie bl =2 BB 7 —ht Y £ B O SO o

folgt durch FEinsetzen:

ficr = 2fi 4+ fina
2

1
=fl+ G romh
fihrender Fehlerterm

Der fiihrender Fehlerterm hat also die Ordnung O(h*). Man sagt, die
Approximation
o Jic1 = 2fi + fin
i h2

hat die Konsistenszordnung O(h?®) (oder einfach Konsistenzordnung 2):

i— _2i %
fz‘//:f 1 hé+f+1+0(h2)'

Anmerkungen:

a) Hohere Konsistenzordnung bedeutet bessere Approsimation fiir h —
0. Die Minimalanforderung lautet 'mindestens lineare Konsistenzord-
nung O(h)’ - dann heifit die Approximation konsistent.

b) Die Konsistenzordnung hingt vom Entwicklungspunkt ab, z.B.:

e Approximiert man den Wert von f! mit f;, fi+1, so folgt mit der
TAylorentwicklulng um z;

for = fi + hfi + 1207 ] + O(h?)
die Approximation der Ordnung O(h):

fr= gy o)

Entwickelt man jedoch um ;. /o:

1h2 1h3

h
Jir1 = fixip + §f{+1/2 + §Zfi+1/2 + ggf{lm +O(h")
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h 1 h? 1 A3
fi = fivr2 — §f{+1/2 + §Zf¢"+1/2 - égf{iuz +0(n"),

ergibt sich eine O(h?)-Approximation:

Jivi2 = flﬂh Ji —h2f1+1/2+0(h4).

¢) Durch hinzunahme weiterer Gitterpunkte gelingt es oft, die Konsi-

d)

stenzordnung zu verbessern, z.B.:

/ fz+1 fz 1
fi = - 2h

—fire +8fiy1 — 8fii1 + fio
12h

o)

fi=

+ O(RY).

Wichtige Approximationen:
Erste Ableitung:

fl= fw+1 i 1 O(h) Vorwartsdif ferenz
fl =171 1 O(h) Riickwartsdi f ferenz (7)
fl = fz+1 fl L+ O(h?) zentrale Dif ferenz

Zweite Ableitung:

i1 — 2fi + fie
fz'//:f+1 h];"‘f 1+O(h2).

Will man partielle Ableitungen einer Funktion mehrerer Variablen
approximieren, benotigt man oft eine Taylorentwicklung in mehreren
Variablen. Z.B.:
82
xdy |, ;

~ m[fiJrl,jJrl + fic1j-1 — fiv1j-1 — fifl,jJrl]

mit f;; = f(z;,y;) und x; = ih, y; = jk, wobei h, k Gitterweiten
entlang z— und y—Achsen sind.

Manchmal hat man aber das Gliick, dafl eindimensionale Taylorent-
wicklungen ldngs der Koordinatenachsen ausreichen, z.B.:

O*f  0°f _ fiv1; —2fi; + fifl,j+fi,j+1 —2fi; + fij—1

A .. =
Flig 0x? + 0y? h? h?
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Anwendung auf die Diskretisierung von Differentialgleichungen:

Ersetzt man die Ableitungen durch Differenzenapproxiamtionen, ent-
stehen so genannte Finite-Differenzen-Verfahren.

Beispiel 85 Die eindimensionale Diffusionsgleichung

ou  d%u

ot 0x?
soll mit einema einfachen finiteDifferenzen-Verfahren numerisch appro-
zimiert werden. Bezeichnet uf eine Approziamtion an u(x,t) im Punkt
(th, kT), kann man beispielsweise

k
ul.“Jrl — ok

= ———+0(7)

T

Ju
ot

k
82U _ uf—i—l B QUf + uf—l + O(hZ)
0x? h?

verwenden. damit lautet die Approzimation

7

k+1 k E ok k
Uy — Uy Ui 2u + uyy

T B h?
Kennt man die Funktionswerte zur Zeitschicht k = 0, kann man damsit

die unbekannten Werte der Schichten k = 1,2, ... iterativ berechnen:
Firk=0,1,...

N 2
ui =y g (Uio — 205 4 i)
_ T,k T k T,k
= Eufn + (- 2%) uf + Hul .

ul™ entsteht somit durch gewichtete Mittelung aus uf |, uf und uf ;.
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